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On considkre la cubique J” =x3-Ax-B, A, BE Z, et on suppose que 
A = 16(4A’ - 27B’) # 0. On exprime dans ce travail des conditions ntcessaires et 
suffkantes pour que mM (resp. T+mM) soit A-entier, lorsque M est un point 
A-entier, T un point de 2-torsion sur Q de la courbe, et m un entier rationnel. Ces 
conditions portent sur les polynhmes 4, et I), qui permettent d’exprimer l’abscisse 
de mM. Nous donnons des exemples d’application qui montrent que ces conditions 
peuvent &tre utiliskes dans la pratique. Si la courbe est de rang 1 sur Q avec 
Cventuellement des points de 2-torsion rationnels, on peut espkrer trouver tous les 
points A-entiers de la courbe. 0 1991 Academic Press. Inc. 
1. INTRODUCTION 
Soient A, BE Z. On pose A = 16(4A3 - 27B*) et on suppose que A # 0. 
On considere la cubique 
y2=x3-Ax-B. (1) 
DEFINITION. Nous dirons qu’un point rationnel M= (x, y) de la courbe 
(1) est A-entier si M est entier en-dehors de A, i.e., il existe un entier e > 0 
tel que A’x E Z. 
Le theorbme de Siegel montre que l’ensemble de ces points est fini [4]. 
Soient A4 un point rationnel d’ordre intini et T un point de 2-torsion 
sur la courbe (1); nous examinons ici des conditions sous lesquelles mM 
(resp. T+ nM) est A-entier. 
Si la courbe (1) est de rang 1 sur Q, avec eventuellement des points de 
2-torsion, on peut esperer trouver tous ses points A-entiers. La methode 
qu’on va utiliser et qui donne des rtsultats dans un certain nombre de cas 
consiste a Ctablir un lien entre l’ecriture dun entier impair m > 3 sous la 
forme m = 2Nn + 1 (N et n des entiers naturels; N k 2; n impair) et celle 
d’une certaine fonction t,+,(M) qui apparait dans le dtnominateur des coor- 
don&es de mM (voir les lemmes 3, 4, 5). Lorsque certaines conditions sont 
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satisfaites et que m est assez grand, alors mM (resp. TS mM) ne peut pas 
&tre A-entier. 
Le rang des courbes (1 ) a ite calcule pour certaines valeurs des 
parametres [2, 31. Nous utiliserons les tables de [2] pour nos exemples. 
2. FORMULES DE MULTIPLICATION SUR UNE COURBE ELLIPTIQUE 
ET POINTS A-ENTIERS 
2.1. Formules de multiplication 
Nous allons resumer ici un certain nombre de proprittes des fonctions 
polynomiales etudites par Cassels [l] et qui sont essentielles dans notre 
methode. 
Soit M = (x, y) un point rationnel de (1) et m un entier rationnel; les 
coordonnees de mM sont donnees par les formules 
oh 4m2 *??I, 0, sont des polynBmes de Z[A, B, X, y] defmis par les 
formules de recurrence 
$0=0, $,= 1, *2 = 2Y, i+b3 = 3x4 - 6Ax’- 12Bx - A’, 
t,b4 = 4y(x6 - 5Ax4 - 20Bx3 - 5A’x’ - 4ABx - 8B2 + A3), 
hn=x*~-*mdtL+l~ 4y%?I=*m+z *6-1-44?-2~~+1~ 
ti2rn=w?H~m~ *Zm+l=~,+2~~-*~~~1*~+l 
pour m>O et I+-,= -II/, pour m<O. 
On a aussi les proprietes 
(4 d,, +2n+lT et .Y~‘IC/~,,EZ[A, B, x]. 
(b) 4, est unitaire de degre m’ en x; 
$i est de degre m2 - 1 en x, de coefficient dominant m’; 
O; est unitaire de degre 3m2 en x. 
(cl ~2n=~~+2A~~II/~+8B~n~~+A211/~; 
IL;, = 4(05 - MAI: - W:). 
(d) 2N 1 I,+~+ (dans le sens oit tous les coeffkients de ~j~h,,(x, JJ) sont 
divisibles par 2N) [l]. 
2.2. Points A-entiers 
Le lemme qui suit est un rtsultat classique. 
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LEMME 1. Soit M = (x, y) un point rationnel de (1) et m # 0 un entier 
rationnel. Si mM est A-entier (resp. entier), alors M est A-entier (resp. 
entier). 
On peut en donner une demonstration simple en utilisant la representa- 
tion x(mM) = ~$,(x)/$k(x) et (b). 
Cela montre que les courbes suivantes de rang 1, sans torsion, ou 
le gentrateur M est non entier et est donne dans les tables de [2], ne 
possedent pas de points entiers: 
+x3-22; 
y2=x3+ 11; 







Les deux premieres courbes ne possedent pas de points A-entiers. Pour 
les suivantes, sauf la derniere, voir 4.1. 
Les deux theoremes qui suivent donnent des conditions ntcessaires et 
suffkantes pour que mM ou T+ mM soit A-entier lorsque M est rationnel 
et T un point de 2-torsion sur (1). Le thboreme 1 gtntralise en un certain 
sens le theoreme de Nagell-Lutz relatif aux points de torsion d’une courbe 
elliptique [4, p. 223. 
THBOR~ME 1. Soit M= (x, y) un point A-entier de (1) et soit x(mM) = 
#,(x)/$;(x). On pose x=a/b; a, b entiers, b>O; (a, b) = 1. Pour que mM 
soit A-entier il faut et il suffit que 
$,=O ou b”‘~‘$;(x)= fp;‘...pz’, 
oli p,, ..,, ps sont des nombres premiers divisant A et e,, . . . . e, des entiers 20. 
COROLLAIRE 1. Soient x, y, A, BE& A = 16(4A3 -27E2) ~0. On 
considke la suite u,(x, y) dkfinie par 
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I(() = 0; U] = 1; 212 = 2)s; u3 = 3sJ - 6A.u’ - 12B.y - A’; 
u4 = 4~‘(.? - 5As’ - 20Bx’ - 5A ‘xyl - 4A Bx - 8B’ + A 3): 
2 
2 3 3 %(U nl+2~,~I-~m~2~,+1 1 
U 2*+1=~,,+2~,--U,,,~l~m+I~ U2m = 
2Y 
Si (x; y) est un point de torsion sur la courbe y2 =x3 - A.u- B, alors les 
valeurs de cette suite appartiennent ri (0 j u E, 06 E est le monoi’de multi- 
plicatif engendrk par - 1 et les diviseurs premiers de A. 
TH~OR~ME 2. Soient M= (x, y) un point rationnel et T= (u, 0); UE Z un 
point d’ordre 2 de (1). On pose x = a/b; (a, b) = 1, b > 0; x(mP) = #,,,/I/J~; 
y(mP) = co,,&:. Pour que T+ mM soit A-entier il faut et il suffit que 
l+bm=o ou b”‘[&,,(;)-u$i,(;)]= +p;‘...P:: 
oti p,, . . . . p, sont des nombres premiers divisant A et e, , . . . . e,Y des entiers 20. 
La demonstration des theoremes ci-dessus s’appuie sur le lemme suivant: 
LEMME 2. On considhe 4, et $f,, comme des Nments de Z[A, B] [X] et 
on note Res(d,, I/:), leur rtsultant; alors Res(#,, I/I:) = f2dm(4A3 - 
27B2)em avec e, = m*(m* - 1)/6 et d,,, 3 2e,. 
Preuve. Soit l’anneau factoriel A = Z[ 1, A, B]; on considbre la courbe 
comme un schema sur Spec A. Soit 8 E A un facteur irreductible de 
Res($,, $2). Si 0 E Z (done 8 # 2) alors 4, et $f, ont un facteur commun 
comme elements de Z/tIZ[A, B, X] ce qui est impossible en vertu d’un 
resultat de Cassels [l], Si Q$ Z, alors pour tout (A, B) verifiant 
e(A, B) = 0, 4, et @i ont un facteur commun dans Z[& A, B, X] done la 
courbe (1) est singulibre et 4A3 - 27B2 = 0, i.e., est associe a 4A3 - 27B*. 
Posons Res(d,, $f) = f2dm(4A3 - 27B2)‘m. On sait que si l’on attribue 
les poids 2, 4, 6 a X, A, B respectivement, les polynomes 4, et +i sont 
homogenes de poids 2m2 et 2(m’ - 1) respectivement. On en deduit que 
Res(d,, I,+;) est homogene. On peut calculer son poids en considerant le 
produit des elements de la diagonale principale du determinant de Sylvester 
qui est un des termes du resultant et qui est egal a [$k(O, A, B)]“*. Le 
poids de Res(d,, +i) est done egal a 2(m’ - 1) m2. Le poids de 4A3 - 27B2 
etant egal a 12, on en deduit que e, = m’(m’- 1)/6. 
Si A = 0, les formules de recurrence 2.1 montrent que 4, et Ii/i E 
Z[4B, X], done Res(#,, $:)E Z[4B]. On en dtduit que Res(d,, $i) = 
c(~B)~ = 2dm( - 27B2)‘m, c E Z, ce qui montre que h = 2e, et d,,, 2 2e,. 11 
semble que l’tgalite d, = 2e, a lieu mais nous n’avons pas reussi B la 
dtmontrer. 
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Par la theorie du resultant nous savons qu’il existe deux polynbmes U, 
et V,,, E Z [A, B, X] ayant un degre en X inferieur a m2 - 1 et a m2, respecti- 
vement, tels que 
U,,,d,,, + Vmt);, = f2dm(4A3 - 27B2)‘m. 
Si nous simplifions cette identite en Climinant les puissances de 2 et de 
4A3 - 27B2 qui divisent tous les coefficients de U, et V, (comme poly- 
names en X), nous aurons une nouvelle identite 
R,,,&,, + S,,,$; = &2dA(4A3 - 27B2)‘m. 
La connaissance des exposants d;, ek pourrait avoir un inter& pour la 
recherche des multiples entiers via le thtoreme 1. Pour m = 2 nous avons 
l’identite bien connue et qui sert a determiner les points de torsion: 
4(-3X2 + 4A) cj2 + (3X3 + 5AX+ 27B) $4 = 4(4A3 - 27B’). 
Dkmonstration du thkort?me 1. La sufficance de la condition est Cvidente. 
Supposons que tjrn # 0. On a x(mM) = qS,(x)/$~(x) = b”2q5,(a/b)/b. 
b m2- ‘Il/i(a/b). S”1 existe p premier tel que p j A et p 1 b”‘-‘II/i(a/b), alors 
P I b”2cL(alb)y ce q ui est absurde en vertu du lemme 2 d’ou la necessite de 
la condition. 
DPmonstration du thPoreme 2. Commencons par un petit calcul: Les 
formules d’addition sur la courbe donnent 
En multipliant numerateur et denominateur par b3”” on a 
x(T+ mM) J++d -b”%, + ~$~W%L - @;,I’ 
b”‘kW’2(hn - &Al2 
Maintenant les differents termes qui apparaissent au numerateur et au 
denominateur sont des entiers. 
Sufhsance de la condition: Si $, = 0 alors M est un point de torsion et 
T + mM = T est A-entier. Supposons que II/,,, # 0. mM Ctant un point de la 
courbe (1) on a 
co; = $2 - A#,$; - BII/; 
d’ou 
b3’%; = (b”‘&,J3 - A(b”zq5,)(b”‘+;)2 - B(b”‘11/;)3, 
ce qui montre que bm211/i 1 b3mzw5, - (b”2bm)3. 
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Les facteurs premiers du “vrai” denominateur de .u( T + mM) sont ceux 
divisant hm2(d,,, - ull/i) done TS mM est A-entier. 
Necessite de la condition: Supposons que $,, #O et qu’il existe p 
premier p 1 A et p j h”“(d, - u$f,). Soit e I’exposant exact tel que 




; ""+ f.. +,,,-.(,2(x> 
ml-1 
+ ... +a, >J 
ce qui montre que p 16. 
On a p i b”“$~ sinon p 1 bm2g5,,, et alors p 1 A d’apres le lemme 2. T+ mM 
etant A-entier s’il s’ensuit que p*’ 1 b3”“coi. 
Or on a 
b3+o; = b3”‘(4; - A&,&, - B$ft) 
= b3m2Mn - ~+t)C(hn - ki,,’ + 3uti%L - 4:) + 4$(3u2 -A)1 
= b”‘($, - u$;)[b2”‘(& - z&J’ + 3ub’+;bm2(qS,,, - ut,+;) 
+ bZm’$;(3u2 - A)]. 
Cela montre que pE 1 3u2 -A. Or 4A3 - 27B* = (3~’ - A)* ( - 3~’ + 4A) 
done p 1 A ce qui est absurde. On a done bm2(q5, - u$i) = fp;’ p:$ oti 
pl, . . . . p, sont des nombres premiers divisant A et les exposants des entiers 
80. 
3. LEMMES SUR LES POLYN~MES 1,9, 
Les lemmes qui suivent sont une &tape essentielle de notre methode. 11s 
permettent d’afirmer qu’au-de18 d’un certain rang et sous certaines condi- 
tions bm2- I $i(M) (resp. b”‘(q5,JM) - z+:(M)) possede des facteurs 
premiers autres que ceux divisant A. On peut alors conclure que mM 
(resp. T+ mM) nest pas A entier au-de18 de ce rang (voir plus loin $4). 
Pour que les hypotheses des lemmes qui vont suivre soient clairs, remar- 
quons tout de suite que si (x, y) est un point rationnel de (1) avec x = a/b, 
(a, b) = 1, alors 
b4+h3(.x) = 3a4 - 6Aa”b2 - 12Bub3 - A2b4 = 0 ou - 1 (mod 4). 
La demonstration de ces lemmes est longue et fastidieuse; on ne 
detaillera que celle du lemme 3. 
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LEMME 3. Soit A4 = (x, y) un point rationnel de (1). On pose x = a/b; a, 
bEiT; b>O; (a, b)= 1. Si b41C/3(a/b)- -1 +2h (mod2h+1) auec h=2 ou 3, 
alors pour tout entier N 3 2 et tout n impair EN on a 
(2&k I)‘- 1 
b 2 l+b2,Nn*,- +1+2h+NP2+u.2h+N-’ (mod 2hf”‘), (2) 
oli u = 0 011 1 ne dipend que de n et N mais pas du signe. 
Preuoe. On fait une double recurrence sur N et sur n: 
(1) n=l. 
Lorsque N = 2 et que l’on a le signe -, le resultat n’est autre que la 
condition de I’CnoncC. 
Lorsqu’on a le signe +, on sait que b1~~,=b12~4~:-b12~1~:- 
-b”$: (mod 2h+2 ), d’apres les proprietes (a) et (d) (2-l) et le fait que 
h+2<5. 
On pose b4$,= -1 +2h+u.2h+1 (mod2”+‘). 
Alors b”$,= -(-1 +2h+u.2 h+1)3 (mod2h+7)=1+2h+u.2h+’ 
(mod 2h + ‘). 
Si N > 2, on suppose la propriete vraie pour N - 1. On a d’apres (a), (b), 
(d) (2-l) 
,p+ ,)?- 1 
b 2 $2~+1 
2N+ 1)2- 1 
=b( 2 
2N+ 1)2- 1 
Ijl?C2*iw+,,+-b’ 2 ~Z.~~~~It&,+l 
(2N+1)2-1 
=- b 2 l+b2N-L-1~:N-I+l (mod 23NP2) 
pN-l-l)?-1 2N-‘+ 1)2- 1 
=-b 2 - $2N-1- ,(bi ’ ‘hN-1+d3 (mod 23N ~ 2); 
(2N- 1+ 1 





QN- I)‘- 1 
s b 2 $W+I&-, (mod 23NP”) 
(2-l + ,)2-, 2”-1-1)2c1 
=b 2 t,b2N-,+ ,(b( 2 +2Nm’- ,I3 (mod 23NP2). 
Comme N Z 3, ces congruences sont vraies (mod 2h + “). 
Suivant l’hypothbse de recurrence posons 
(2N-‘+l)2p1 
b 2 +2N-1+1 
=1+2h+N-3+uU~h+N-2++U~h+N~l (mod 2h+N); 
12Nm’-1)2-l 
b 2 *ZNml- 1 
= -1 +2h+N~3+U.2h+N~2+UI.2h+N~1 (mod 2h+N) 
U,U,U’E{O, l}; 
641’38 ‘3-6 
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on en dkduit que 
=l+2/‘+N-2+11.2/‘+N -1+2”h+?N 6 (mod 2h+iv) 
=, -2h+N-1-11.2htN-l +2?h+2N 6 (mod 2h+N) 
= -1 +(ur-,).2h+N-’ (mod 2h+N), 
&Oil 
(zfl+l+~ 
b * ,j2N+l = -[I +2”+N-2+U.2h+N-l +22h+=6] 
x [-l+(u’-u)2h+Ny (mod2h+N) 
(2Np11*-1 
b 2 $2N-,= -[1-2h+N-2+U.2h+N~l+22h+2N-6] 
x [-1+(u’-U)2h+Np1] (mod 2h+ “). 
Si !?=2, N>4 alors 
(zN+l)*-I 
b 2 $P+,= 1+2N+(U+U-u’)2N+l (mod 2N’2) 
(2N- 1+ I 
b 2 lj2*-,= -l+2N+(U+U-u’)2N+1 (mod 2N+ 2). 
Soit A = 0 ou 1 la classe commune (mod 2) de u + u - u’ et de u + u’ - U, 
aiors 
12N+1C1 
b 2 $z,v+,=1+2N+A2N+’ (mod 2N+2) 
~2rpl)*-1 
b 2 *2.wp, = -1 +2N+E”2N+’ (mod 2Nf2). 
Si h = 2, N= 3, alors 
b4’11/ 23 + , = 1 + 23 + (U + 0 - u’) 24 + 24 (mod 25) 
b24t+h23p,=1+23+(u+u-u’)24+24 (mod 25). 
Soit A= 0 ou 1 la classe commune (mod 2) de u + u - u’ + 1 et de u + u’ - 
u- 1, alors 
b4’t+h 2,+,=1+23+;1.24 (mod 2’) 
b24t,+23_,= -l+23+A.24 (mod 25). 
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Si h = 3 alors 
(2N+ I+ I 
b 2 I+~~N+,=~+~~+~+(u+u-u’)~~+~ (mod 2N+ 3, 
(2N-1)2-l 
b 2 $2Npl= -1+2~+‘+(U+U-u’)2~+* (mod 2”“‘). 
Soit ,I la classe commune (mod 2) de u + u - u’ et de u + u’ - u, alors 
(*N+l)*-l 
b 2 11/2.~+1=1+2N+1+~b2N+2 (mod 2N+3) 
(p-l)‘-1 
b 2 $2N-1’ -1+2N+1+A2N+2 (mod 2N+3). 
(2) On suppose que le lemme est vrai pour tout Na 2 et tout n < k; on 
veut le demontrer pour I,~~N~ *,, k entier impair > 3. 
(2.a) Supposons N = 2. On a 
(4k+ 1)2- 1 14k+1)*-I 




=- b 2 ~*k-l*:k+l (mod 2h+2) 
(4k-1)*-l (4k-1)*-1 (4&-11*-l 
b 2 ‘hu-l=b * ti2k+lb’+:k&l-b ’ ~2(kbl,+:k 
(4k-I)*- 1 
E- b 2 $2k+l$:k~l (mod 2hf2). 
Posons k = 2”t + 1 avec M 3 2, t impair. I1 est clair que t < k ce qui permet 
de lui appliquer l’hypothese de recurrence. 
(2.a.l) Si on a le signe + 
2k-1=2”+1t+1, 2k+ 1 =2”+1 t+4- 1 =22(2M-‘t+ l)- 1, 
done 
(Zk-1)*-l 
b 2 $2&p,= 1 +2h+M-‘+U.2h+M (mod 2h+M+1) 
[Z&+1)*-1 
= 1+2h+M-’ (mod 2h+2) 
b 2 @2&+,- -1 +2h+U.2h+' (mod 2hf2), 
d’ou 
[2&p lJ2- I 
Cb 2 $2k-l12= 1 (mod 2h+2) 
[b’ 
Z&+1 ?-I 
2’ Ajax+,]‘- 1 -2h+’ (mod 2h+2) 
(2k- I)*- 1 (2k + I )* ~ 1 
Cb 2 $zk-,l[b 2 $2&+,]= -l+2h+(u-2”-2)2h+’ 
(mod 2h + 2), 
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et alors 
14k + I)’ -~ I 
h 2 $4X+, 5s -[l-2”+ ‘1 
x [-I +2”+(L’-22’ ‘).2”“] (mod’J/‘+‘) 
(4k- I)‘- 1 
h 2 *4km ,=[-l-2/‘+(2:-2&’ ‘).2”+‘] (mod 2h+‘) 
4k+ I)?-- 1 
hi 2 $4k+,~[1+2h+(2M~~-tI).2’~+‘] (mod 2”+‘) 
[4kp I)‘- 1 
b z $4k~,~[-l+2~+(u-2~‘~~).2h+‘] (mod 2h + ‘). 
) de 2”‘-?- 11 et de ~-2~‘~~ Soit 1, = 0 ou 1 la classe commune (mod 2 
alors 
14k+ 1)‘p I 
b 2 ,+h4k+,= 1 +2h+;(.2h+ 
(4kp I+ 1 
b 2 $4k+,- -l+2h+L.2 
I (mod 2h”) 
h + 1 (mod 2h+Z). 
(2.a.2) Si on a le signe - le calcul est analogue. 
(2.b) Supposons que N > 2 et que la propriktt est vraie pour N- 1. 
On a d’aprks (2.1) 
En utilisant la proprittk (d) 2.1, on en dkduit que 
(zNk+ I)‘- 1 (2”k+ I+ 1 
b 2 ,+hlNk+, = -b ’ 3 $2,vmikp I 11/2y ‘k+ 1 (mod 2j”‘-‘) 
(2Nk- l)?- I 
b 2 i,h2’\.kp,=b’ 
2”k- ,)2-I 
2 ‘+b2”-$+,&+, (mod 23N 2, 
et on termine la dkmonstration comme dans (1 ), 
LEMME 4. Soit M = (x, y) un point rationnel de (1). On pose .x = a/b; 
y = c/f avec b = d”, ,f = d3; (a, d) = 1. On suppose que c est pair et que 
b4,,k3(a/b) E -1 + 24 (mod 25). Alors pour tout entier N > 2 et tout n impair 
EN on a 
(2”,, * 1 )’ ~ I 
b 2 ,+h2,~,1+,~ *1+2”‘+‘+~.2~+~ (mod 2N+4), (3) - 
oti u = 0 ou 1 ne dkpend que de N et n mais pas du signe. 
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Preuve. En utiiisant (c) 2.1 on peut verifier facilement que 
2N + r ) cI(‘~)‘~ ’ . $,~(a/d’, c/d3). On en deduit que 
2Nf I ( &2’%12- I pour n impair quelconque. 
Pour montrer la propritte de congruence de tim, on fait une double 
recurrence sur N et sur n comme dans le lemme 3. 
LEMME 5. Soit M= (x, y) un point rationnel de (1). On pose x=ald2, 
y = c/d3, (a, d) = 1; on suppose que c est impair et que d8t,b3(a/d3) = -1 + 24 
(mod 25). Alors pour tout entier N3 2 et tout n impair EN on a 
d(2%+ I):- 1 *2”n+l~1+22N+U.2?N+‘+27.22N+? (mod 22N+3) 
d(2Nfl-1)2i1,)2Nn-Ls -1+22N+U.22N+1+l,r.22N+2 (mod 22Nf3) 
(4) 
avec u, v, v’ E { 0, I} tels que v’ = u + u + 1 (mod 2). 
Preuve. On verifie par recurrence que d”‘t,b, est impair si m est impair 
et que 2N divise exactement dm2- ‘t+bm si m = 2Nn, (n entier nature1 impair); 
et on termine la demonstration comme pour le lemme 3. 
4. APPLICATIONS 
4.1. Multiple A-entiers d’un point A-entier 
THBOREME 3. Soit M = (x, y) un point A-entier de (1). On pose x = a/d2, 
y=c/d3, (a, d)= 1. Si A= f2’ avec e > 4 et si tj3(x) verifie l’une des condi- 
tions 
(i) d8t,b3(x) = -1 + 22 (mod 23), 
(ii) d8trQ3(x)= -1 +23 (mod 24), 
(iii) d8r+b3(x)= -1 +24 (mod 2’). 
Alors les points A-entiers de (1) multiples de M sont If: M et Pventuellement 
les multiples de la forme f 2hM, h > I. 
Si de plus M est un point entier alors les seuls points entiers de (1) 
multiples de M sont f M. 
Le lemme 1 montre que l’on doit calculer 2M, 4M, . . . . jusqu’au premier 
exposant h tel que 2hM non A-entier. On obtient ainsi la liste complete des 
multiples de M, A-entiers. 
Demonstration du theoreme 3. 
est A-entier. On a d”‘- ’ 
Soit m > 0 un entier impair tel que mM 
ll/,(a/d2) = i2’ avec 1 z 0, en vertu du theoreme 1. 
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D’apres les lemmes 3, 4, 5, d”” ‘$,,,(u/h) est impair, done I= 0, i.e., 
d”‘z~‘$,,(u/h)= fl, d’ou m= 1 en vertu des congruences (2) (3) (4). Si 
de plus M est entier on voit que 2M n’est pas entier puisque $2 = 2~ est 
pair et 42 = n$z - ij3 est impair. 
Le theoreme qui suit s’applique sous certaines conditions aux courbes a 
multiplication complexe suivantes: 
$ =x3 - B. (5) 
THBOR~ME 4. Soit M= (x, y) un point A-entier de (5). On pose x = a/d2, 
y = c/d3, (a, d) = 1. 0 n suppose que (c, 3) = 1 et (a, B) = 1. On suppose que 
$X(x) vkrifie l’une des conditions 
(i) d8t,b3(x) = -1 + 2’ (mod 23), 
(ii) d8ti3(x) = -1 + 23 (mod 24), 
(iii) dfb3(x) = -1 + 24 (mod 2’). 
Alors les points A-entiers de (5) multiples de M sont f M et Pventuellement 
les multiples de la forme a2’03”p;z.. . p:M, oti pz, . . . . p, sont des diviseurs 
premiers de B et e,, . . . . e, des entiers 20. 
Si de plus M est entier, les seuls points entiers de (5) multiples de M sont 
fM. 
Preuve. Nous aurons recours aux remarques suivantes: 
Remarque 1. On a 
d3$, = 2c, d8t,b, = 3a4 - 12Bad6 = 3a(a3 - 4Bd6), 
d”$, = 4c(a6 - 20Ba3d6 - 8B2d12) 
= c(a” - 2Ba3d6 + B’d”) (mod 3) 
E c(a’ - Bd6)” (mod 3) 
E c5 (mod 3 ), 
&oh d”=- 1 tj, E 0 (mod 3) si et seulement si m E 0 (mod 3). 
Remarque 2. Revenons au cas general des polyn6mes Il/i(X, A, B). On 
sait que si l’on attribue a X, A, B les poids respectifs 2, 4, 6 alors 
+i(X, A, B) est homogene de poids total 2(m2 - 1). Soit p un nombre 
premier impair tel que p 1 B; en faisant X= a/d2 et A = 0 on obteint que 
d2(m2- “,);(a/d2) E m2am2- 1 (mod p). Si (p, a) = 1 on en deduit que 
d ,*- ‘$,(a/d2, c/d3) E 0 (mod p) si et settlement si p 1 m. 
Supposons maintenant que ph4 est A-entier sur la courbe (5), oti p est 
un nombre premier impair. On a d’apres le thtoreme 1, dp2- l$D = 
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12’03’op:1 . . . p:, oti pl, . . . . p, sont des nombres premiers impairs divisant B 
et eO, to, . . . . t, des entiers naturels. Les lemmes 3, 4, 5 montrent que e,, = 0 
et que l’un des ti est non nul. Si to #O alors dP2-ltjp = 0 (mod 3), done 
p = 3 en vertu de la remarque 1. Si t, = 0 soit i tel que ti#O, alors 
dp2- ‘$p = 0 (mod pi), done p = pi d’aprb la remarque 2. 
Finalement, on a p = 3, d8$, = +3’” ou p = pi, dP2-1$p = Ap:‘, ce qui 
demontre l’assertion sur les points A-entiers. 
Puisque d3+, = 2c, il s’ensuit que pour que 2M soit A-entier il faut et il 
suffit que les seuls facteurs premiers de c soient ceux de A. 
La relation d8ti3 = 3a(a3 - 4Bd6) et les hypotheses (c, 3) = 1 et (a, B) = 1 
montrent que pour que 3P soit A-entier il est ntcessaire que a soit tgal au 
signe pres a une puissance de 3 (positive ou nulle). 
La precision sur les points entiers s’obtient comme suit: La relation 
d2P~~p=d2p2.x$;-d2PZ$p~,~p+, appliqute pour p = 2, 3, pi (pi premier 
divisant B) montre que 2A4, 3M, piM n’est pas entier. En effet le raisonne- 
ment fait ci-dessus montre que si piM (par exemplel est entier alors 
dpf- ‘Ic/,, = +p:, ti entier >O. Mais comme x(p,M) = d2p~qbp,/d2P~$~~, on en 
deduit que pfrl 1 dZp21C/,~, Ic/, + I, ce qui contredit la remarque 3. 
Ce theorbme s’applique pour les courbes y’ = x3 - B; - 50 G B < 50 dont 
le gtntrateur A4 = (x, y) (donne dans les tables de [3]) est entier et veritie 
la condition (i) ou (ii) du theoreme pour les valeurs suivantes de B: 
B = 2, -2, -3, -5, 13, -18, -22, 23, -26, -30, -31, -38,48, 49, -50. 
Les seuls points entiers sur ces courbes sont f M. Pour les points 
A-entiers on doit regarder les multiples de M de la forme 2’O3’Op:1 . . . p:M, 
oh p,, . ..) ps sont des nombres premiers divisant A. 
Pour B= 2, par exemple on a ti2 = 2.5 et 5 1 A done 2P n’est pas 
A-entier. De m$me $3 = 32. 19 et 19 [ A ce qui montre que 3M nest pas 
A-entier. Les seuls points A-entiers sur y2 = x3 - 2 sont f M. 11 s’applique 
aussi aux courbes (deja signalees precedemment (2.2)) de rang 1, sans 
torsion et dont le generateur est A-entier, pour les valeurs de B suivantes: 
B= -11, 21, 29, 30, -39, 43, -47, 50. 
Le cas trait& dans le theoreme 3 ne concerne, d’apres le thtorbme de 
Chafarevich [4, p. 2631, qu’un nombre fini de classes d’isomorphismes sur 
Q de cubiques. Cependant nous devons remarquer que les proprittts 
d’integralite ou de A integralite ne sont pas invariantes par isomorphisme. 
Bien qu’il existe une infinite de classes d’isomorphismes sur Q de courbes 
a multiplication complexe d’invariant modulaire nul, il n’est pas siir qu’une 
infinite d’entre elles possedent un point rationnel veriliant les conditions du 
thtoreme 4. 
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4.2. TranslatPs A-entiers 
Les exemples qui vont suivre concernent la courbe 
1’1 = .yi - ‘4.\- 
qui contient le point de 2-torsion T= (0,O). 
(6) 
THI~OR~ME 5. Soit A un entier >O et soit M= (x, y) un point A-entier de 
(6). On pose x = a/d”, J’ = cld3, et on suppose que a est impair, a # f 1, 
(a, A) = 1, et que Ii/,(x) ve%jZe l’une des conditions 
(i) d$h3(x)- -1 +2’ (mod 2j) 
(ii) d’$,(.x) = -1 + 2’ (mod 2’) 
(iii) djh3(x) = -1 + 24 (mod 2’) 
on pose T = (0,O). 
Alors les points A-entiers de (6) appartenant au groupe engendrk par T et 
M sont T, +M et Pventuellement les multiples de M de la forme 
2h0. pfl . . . p?M oli p, , . . . . ps sont des nombres premiers impairs divisant A et 
h,, h,, . . . . 11,~ des entiers naturels, non tous nuls. 
Si de plus M est entier, alors les seuls points entiers appartenant au groupe 
engendrk par T et M sont T, k M. 
Preuve. Nous utiliserons une remarque semblable g la remarque 2. 
Remarque 3. Soit I un nombre premier impair, 11 A on a 
d2(m~-“~~,(X)--1712.ym2~’ (mod 1) et d ““‘d,J x) = xm’ (mod 1). 
On en dkduit que 
dm’~‘$,,,-O (mod/) si et seulement si llm 
et 
d2m”4m & 0 (mod /) pour tout m. 
Supposons maintenant que pM soit A-entier avec p premier impair on a: 
d+ ‘$p = +2’op;’ - ... p:‘, p,, . . . . pJ nombres premiers divisant A. On a 
e, = 0 d’aprks les congruences (2), (3), (4). La remarque 3 ci-dessus montre 
que p = pi et dP2-‘t,Gp = +p’. 
Soit m > 0 un entier; posons m = 2Nn, n entier nature1 impair, N> 0, et 
su P posons que T-k mM est A-entier alors T+ 2NM est A-entier, done 
d2 Nd2N = 12’Op;’ . . . p; oti p,, ..,, p, sont des nombres premiers divisant A, 
en vertu du thkorkme 2. On a Nf 0 en vertu des hypothkses faites sur 
x=qSl. Si N> 1, on a e, = ... = e, = 0 (remarque 3). La relation d2,v = 
x4%-*2” -1IC/2N+, et les lemmes 3, 4, 5 montrent que e, = 0 d’oti 
d2& = +l ce qui est impossible. En effet d’apres 2.1(c) 
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done 
d22Nd2N = [(d22’v-2#2.v-,)2 + A(d22N-2$2,v ,)2]2 > 1. 
La precision sur les points entiers se demontre facilement a l’aide de la 
remarque 3 et de la relation d2 = .~$f - ti3. 
Lorsque le point M n’est pas A-entier on a le resultat suivant: 
TH~OR~ME 6. Soit A un entier >O et soit M= (x, y) un point rationnel 
de (6) non A-entier. On pose T= (0, O), x=a/d2, y= c/d3. On suppose que 
a est impair, Ad pair, et (a, A) = 1. 
Alors le seul point A-entier de (6) appartenant au groupe engendrk par T 
et M est T. 
Preuve. Pour tout entier m #O, mM n’est pas A-entier d’apres le 
lemme 1. Pour les points de la forme T+ mh4, on procede comme dans le 
theoreme 5. 
Les exemples numeriques que nous avons don& ci-dessus verilient les 
conditions du lemme 3. Les exemples suivants montrent que les conditions 
des lemmes 4 et 5 peuvent &tre satisfaites: 
y’ = x3 + x - 9; M= (2, 1); ti3(2)= -145~ -1 +24 (mod25) 
y2 =x3-2x + 5; M=(l,2); $&1)=47= -1 +24 (mod25). 
11 est saris doute possible d’imaginer des lemmes semblables aux 
lemmes 3, 4, 5 en partant des congruences veriliees par b4ti3(x). La courbe 
y2 = x3 - x - 5 et le point M = (2, 1) fournissent un exemple ou on a 
ti3(2)= -97~ -1 +25 (mod26). 
On peut aussi esperer des lemmes cornparables dans le cas ou b4r,G3(x) est 
pair. 
Je tiens a remercier le professeur Y. Hellegouarch pour son aide tout au 
long de ce travail. Je remercie aussi le Referee pour m’avoir indique quel- 
ques erreurs et surtout pour m’avoir suggere la formulation actuelle du 
lemme 2. 
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